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Aufgabe 1 (4 Punkte).
(a) SeiA ∈ Rn×n symmetrisch mit Eigenwerten λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn und sei v1 ∈ Rn\{0}

ein Eigenvektor zum Eigenwert λ1. Zeigen Sie, dass

λ2 = max
x 6=0,x·v1=0

x>Ax

‖x‖22
.

(b) Bestimmen Sie die Gerschgorin-Kreise der Matrix A =

1 4 7
2 5 8
3 6 9

.
(c) Sei A ∈ Rn×n strikt diagonaldominant und symmetrisch. Geben Sie eine obere

Schranke der Konditionszahl cond2(A) an.

Aufgabe 2 (Essay, 4 Punkte). Schreiben Sie einen kurzen Rückblick von etwa einer
Seite zum Thema Lineare Gleichungssysteme und erläutern Sie den Zusammenhang zur
Numerik.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Beweisen Sie Satz 18.3 aus dem Buch Numerik 3x9:
Für jede Matrix Y ∈ Cn×n existieren eindeutig bestimmte KoeffizientenB = (blk)k,l=0,...,n−1 ∈
Cn×n, sodass

Y =
n−1∑
k,l=0

bklE
kl

mit der durch die Matrizen Ekl = (exp(i(j1k + j2l)2π/n))j1,j2=0,...,n−1 ∈ Cn×n für k, l =
0, 1, . . . , n−1 definierten Orthogonalbasis bezüglich des Skalarprodukt E : F =

∑n−1
j,m=0EjmF̄jm.

Mit Tn ∈ Cn×n definiert durch (Tn)jk = exp(ijk2π/n), j, k = 0, 1, . . . , n− 1, gilt

Y = 1
n2 T̄nBT̄n, B = TnY Tn.
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Aufgabe 4 (4 Bonuspunkte). Sei b ∈ Rn, sei A ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit
und sei φ(x) =

(
A−1(b−Ax)

)
· (b−Ax) für alle x ∈ Rn. Für eine Approximation x̃ ∈ Rn

wird beim Abstiegsverfahren die Suchrichtung d̃ = −∇φ(x̃) verwendet.
(a) Zeigen Sie, dass d̃ = b−Ax̃ gilt und bestimmen Sie die Minimalstelle ã der Funktion

t 7→ φ(x̃+ td̃).
(b) Zeigen Sie, dass mit dem optimalen ã und x̃neu = x̃+ ãd̃ gilt

‖x̃neu − x∗‖2A = ‖x̃− x∗‖2A

1−

∥∥∥d̃∥∥∥4

(d̃ ·Ad̃)(d̃ ·A−1d̃)

.
(c) sei κ = cond2(A) = λ−1

minλmax die Konditionszahl von A. Verwenden Sie ohne Be-
weise die für alle x ∈ Rn \ {0} gültige Abschätzung

(x ·Ax)(x ·A−1x)
‖x‖4

≤ (λ−1
min + λmax)2

4λminλmax
,

um zu beweisen, dass

‖x̃neu − x∗‖A ≤
(
κ− 1
κ+ 1

)
‖x̃− x∗‖A.

Aufgabe 5 (1+2+1 Bonuspunkte). Wir betrachten das Minimierungsproblem
min
x∈R2

x2

mit x2
1 + x2

2 − 1 = 0.
(a) Formulieren Sie die KKT-Bedingungen für das obige Minimierungsproblem und

berechnen Sie alle KKT-Punkte. Überprüfen Sie auch an welchem Punkt die SOSC
(Second Order Sufficient Condition) erfüllt ist.

(b) Formulieren Sie das Newton-Verfahren zur Lösung des obigen Minimierungspro-
blems in der Form

F (zk) + J(zk)(zk+1 − zk) = 0, zk = [xk, λk]
und geben Sie F (zk) und J(zk) in Abhängigkeit von xk und λk an.

(c) Führen Sie einen Schritt im Newton-Verfahren durch. Wählen Sie den Anfangswert
[x0, λ0] = [0,−1/2, 1] und berechnen Sie [x1, λ1].


