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1. Aufgabe [1+4+3=8 Punkte]

(a) Das System ist dquivalent zu Az = b mit

2 3 =3 T —1
A=1-1 2 7|, z=|x2], b=|-2
1 5 9 x3 4

Bewertung: 1 Punkt

(b) Da A quadratisch ist, ist sie als Abbildung injektiv genau dann, wenn sie surjektiv ist.
Eine Moglichkeit, das zu priifen, ist durch Zeilenstufenform. So kénnen wir gleichzeitig
auch die Losung bestimmen.

Wir wollen die erweiterte Matrix zur Zeilenstufenform bringen. Dabei diirfen wir die
Zeilen vertauschen, zu einer Zeile ein Vielfaches von der anderen addieren und mit einem
nichttrivialen Skalar multiplizieren. Wenn wir zuerst die zweite Zeile zur dritten Zeile
und ihr Zweifaches zur ersten Zeile addieren, bekommen wir

2 3 =31 0 7 11|-3 -1 2 7 |=-2
-1 2 7|2]~|-12 7|2~ 0 7 11|-3],
1 5 9 4 0 7 16| 2 0 7 16| 2

wo wir noch die zweite Zeile mit der ersten vertauscht haben. Jetzt ziehen wir nur noch
die zweite Zeile von der dritten ab:

-1 2 7 |=-2 -1 2 7 |=-2
0O 7 11|-3]~ 0 7 11|-3
0 7 16| 2 0 0 51|35

Die Matrix A hat eine vollen Rang, also ist sie als Abbildung surjektiv und injektiv.
Bewertung: Dieser Teil ist 4 Punkte wert.

(¢) Wir bekommen auch gleich die Losung. Aus der letzten Zeile folgt x3 = 1. Dann heifst
die zweite Gleichung
Tro+11-1= -3, also xy=—2.

Noch die erste Gleichung:

—r1+2-(=2)+7-1=-2 und somit z; =5.

Bewertung: Insgesamt kann man fiir diesen Teil 3 Punkte bekommen. Der Lésungsweg
ist beliebig.
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2. Aufgabe [44+1+3=8 Punkte]

(a)

Fiir 2 x 2-Matrizen konnen wir Determinante direkt berechnen:

3 =2

det A = ‘25 10

‘:3~10—25~(—2):80.

Determinante von B berechnen wir mit Hilfe der Laplace-Entwickelung, und zwar zuerst
nach der ersten Zeile und dann nach der zweiten:

00 1
detB=1|0 2 2
4 4 4
Die ersten zwei Zeilen von C sind linear abhéngig, also ist det C' = 0.

Bewertung: Determinanten von B und C sind je 1,5 Punkte wert, die von A einen.

Eine Matrix ist invertierbar genau dann, wenn ihre Determinante nicht gleich 0 ist. Also
sind A und B invertierbar und C' nicht.

Bewertung: Richtige Antwort mit der Begriindung ist einen Punkte wert.

Fiir 2 x 2-Matrizen gilt nach der Vorlesung

a b\ 1 d —b
c d)  ad—bc\—c a)’

1 /10 2
_1__
A _80(—25 3)

Fiir B schreiben wir die durch die Identitdtsmatrix erweiterte Matrix:

00 1{1 00
0 0
0 1

Also

0 2 2 1
4 4 4 0

Wir teilen die zweite Zeile durch 2 und die letzte durch 4 und vertauschen die erste und
sie letzte Zeile

001100 00 1/1 00 111[00 %
022{(010~(011/03% 0]~{011[0 3 0]~
44 4/0 0 1 111/00 3% 001/1 00
ziehen noch die zweite von der ersten ab und dann die dritte von der zweiten ab
100[0 —5 1 100[0 -5 1
~l011/0 3 Of~|010/-1 1 0
00 1/1L 0 0 0011 0 0
Also -
0 =3 3
B'=[-1 5 0
1 0 0

Bewertung: Die Inverse von A bringt einen, die von B zwei Punkte.
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3. Aufgabe [642+1=9 Punkte]
(a) Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

3—A =2 0
xa(A) = | =2 =X 0 |= (5—)\)‘
0 0 5-—-2A

- (5—/\)<>\2—3)\—4) = (5-N -4\ +1).

3—A =2
-2 =X

Die Eigenwerte sind also —1, 4 und 5. Weil die Matrix symmetrisch ist, sie die Figenrdume
orthogonal. Die entsprechenden Eigenvektoren sind:

4 =20 1
e imKermnvon A+7=|-2 1 0] liegtzB. |2],
0 0 6 0
-1 =2 0 2
e aus dem Kern von A — 4/ = | =2 —4 0| nehmen wir | —1 |,
0 0 1 0
-2 -2 0 0
e und im Kern von A =5/ = | =2 —5 0] liegt | O
0 0 0 1

Um eine Orthonormalbasis zu bekommen, miissen wir sie noch normieren. Die ersten zwei
haben Linge /12 + 22 4 0% = /5 = /22 + (—1)2 + 0%, und der dritte 1. So erhalten wir
eine Orthonormalbasis

Bewertung: Das charakteristische Polynom mit seinen Nullstellen ist 2,5 Punkte wert.
Die Eigenvektoren bringen je einen halben Punkt und deren Normierung insgesamt einen
Punkt. Den letzten Punkt ist die Begriindung bzw. Uberpriifung der Orthogonalitit wert.

(b) Eine Mogliche Wahl ist

1 2
qg 751 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 5

Bewertung: 2 Punkte

(c) Es gibt sowohl positive als auch negative Eigenwerte. Die Matrix ist weder positiv noch
negativ definit.

Bewertung: 1 Punkt
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4. Aufgabe [5+2=7 Punkte]

(a)

Weil dimR3 = 3, ist die Michtigkeit jeder Basis 3. Deswegen ist A keine Basis. Fiir
Tripel muss man lineare Unabhéngigkeit zeigen. B ist keine Basis, weil die Summe der
ersten zwei Elementen das dritte ist. Schauen wir uns noch C an: Es seien «, 3,7 € R,

~1 0 1 0
alo |+l 1 |+7[-1]=10
3 —2 0 0

Aus den Gleichheiten der ersten und der zweiten Komponenten folgt o« = g = . Dann
folgt aus der dritten Gleichheit, dass alle 0 sind. Folglich ist C' eine Basis.

Bewertung: Einen Punkt ist die Antwort fiir A und je 2 fiir B und C.

Vekt(v, C') kann man ohne Formel bestimmen, weil offensichtlich (%1> =— ( —(1)1 ) Also

Vekt (v, C) :( 0 )

—1
Sieht man das nicht, so kann man die Formel aus der Vorlesung verwenden.

Bewertung: 2 Punkte
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5. Aufgabe [243+2=7 Punkte]

(a)

Die Niveaumenge zu einer Zahl ¢ € R ist die Mengen aller Punkte (z,y) mit f(x,y) = c.
Hier ist die Niveaumenge zu einer positiven Zahl ¢ die Kreislinien mit Mittelpunkt (1, 0)
und Radius +/c.

Bewertung: 2 Punkte

Weiterhin ist

oo = (7, )

Wir konnen einfach
2 4 6
grad f(2,0) = (0> , grad f(3,0) = <O> , grad f(4,0) = (O)

zeichnen. (Wichtig ist, das der Gradient eindeutig senkrecht auf Niveaumenge ist.)

Bewertung: Die Berechnung des Gradienten, sein Wert in 3 Punkten und das richtige
Skizze bringen je einen Punkt.

Die Funktion ist nach oben unbeschrankt. Z. B. auf der Ordinate ist
f(0,t) =t* = 0o, wenn t — oo0.

Nach unten ist sie offensichtlich beschrinkt, weil sie nicht-negativ ist. Sie nimmt den
Wert 0 an, und zwar (nur) in (1,0). Also hat sie ein Minimum.

Bewertung: 2 Punkte
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6. Aufgabe [242+4=8 Punkte]

Die notwendige Bedingung ist 0; f; = 0, f; fiir alle ¢ # j. In Dimension 3 ist das dquivalent zur
Bedingung, dass die Rotation des Vektorfeldes gleich 0 ist.

(a) Da
aQAl = 0, 81142 = 31’2,

ist A kein Gradientenfeld.

b) Es gilt
( g
09 Bs — 03 Bs #;2“ — 2zsin(zy)
I'OtB(SL’,y, Z) = 8331 _8133 =
01By — 028,

Bereits die erste Komponente ist nicht 0, also miissen wir die anderen nicht ausrechnen.
Auch B ist kein Gradientenfeld.

02C3 — 03C% 2z — 22 0
rot C(z,y,2) = | 05C1 — 0,C5 | = 0-0 =10
(9102 — 8201 4%3 — 41’3 0

Weil rot C = 0 ist und der Definitionsbereich R? einfach zusammenhingend (sogar
sternformig) ist, ist C ein Gradientenfeld. Wir suchen ein v : R* — R, so dass grad u =
C. Also muss gelten

alu(xa Y, Z) 4$3y
Oou(w,y,2) | = [ 2* + 22
83“(1:7 Y, Z) 2y2

Aus der ersten Zeile folgt

u(z,y,z) = /4x3y dzr + c(y, z) = o'y + c(y, 2).

Verwendet man das in der zweiten Zeile, so ergibt sich

2 2

Oou(z,y,2) =" + 22 = 2 +0,c(y,2) =2' +2* = Oyc(y,2) = 2%

Also
cly,z) = /22 dy = y2* + d(z)

Noch die letzte Gleichung
Osu(z,y,2) =2yz = 2yz+d(2)=2yz = d(z)=0.
Also ist d eine Konstante und kann gleich 0 genommen werden. Ein Potential ist

u(z,y, z) = o'y +y2*.

Bewertung: Die Teile (a) und (b) sind 2 Punkte wert. Bei (¢) bekommt man 2 Punkte
fiir die Feststellung und 2 fiir das Potential.



Mathematik II, SS 18, Losung der Nachklausur 7

7. Aufgabe [14+4+3=8 Punkte]
(a) Am Anfang ist t = 0, also ist der Startpunkt (1,0).
Bewertung: 1 Punkt

(b) Die Lénge ist gegeben durch
1
()= [ e
0

Aus _§(1 ) t)1/2
Vo - (")
und
() = /(= 21— )+ (3) = [t r) = 8
folgt

lg 3
E'y:/—dt:—.
() 3 5

Bewertung: Je einen Punkt bringen die Formel mit richtigen Grenzen, v/, dessen Betrag
und das richtige Resultat.

(c¢) Nach der Definition gilt

/F-dr =
~

—

N

(v() - 7/'(¢) dt
— #)3/243 _3(1 _ p\1/2
a-y t)( Qgtu;) ) o

(—(1 =)t + %) dt

1

[aery

ROl N W

(—t3 +2t* — 17 +1%) dt

{ 5 ¢S tS} !
B 4 "5 6 3],
B L, 2 1+1
- 45 6 3

Il
B NI MW o— S~ 5~ s~

40

Bewertung: Je einen Punkt bringen die Formel mit richtigen Grenzen, F'(v) und das
Ausrechnen.
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8. Aufgabe [14+4+4=9 Punkte]
(a) Bewertung: 1 Punkt

(b) Hier verwenden wir die Polarkoordinaten. Die Jacobi-Determinante wurde bereits in der
Vorlesung bestimmt. Dann

2 g
/ (2 =2y +y*) de dy = / / (r* — 2rsinyp) r dyp dr
K o Jo

2 s
= //(T?’—QTQSiIl(p)ngdT
o Jo
2

- /0 [P+ 2r? cos o] dr

2
= / (r37 — 4r?) dr
0

Bewertung: Das Umschreiben in der Polarkoordinaten ist 3 Punkte wert (Grenzen,
Funktion, Jacobi-Determinante). Einen Punkt bringt noch die Ausrechnung.

(¢) K ist eine kompakte Menge und f eine stetige Funktion, also nimmt sie ihre Extrema an.
Im Inneren sind Kandidaten fiir Extrema die stationdren Punkte, d. h. die Nullstellen
des Gradienten. Der Gradient

s - (7).

hat die einzige Nullstelle in (0, 1) (die tatséchlich im Inneren liegt). Dort ist f(0,1) = —1.

Der Rand besteht aus zwei Teilen: aus einer Strecke auf der Abszisse und aus einem
Kreisbogen. Auf der Strecke ist y = 0 und somit f(z,0) = z2. Hier kann die Funktion
kein Minimum annehmen und ist maximal in (£2,0) mit dem Wert f(42,0) = 4. Auf
dem Kreisbogen ist 2% +y* = 4, also f(z,y) =4 —2y. Da y € [0, 2], ist sie nicht negativ
(also kein Minimum hier) und hat den groften Wert bei y = 0 (was wir schon bei der
Strecke beriicksichtigt haben). Folglich

e Das Minimum von f in K ist —1 und wird im Punkt (0, 1) angenommen,

e das Maximum betréigt 4 und wird in Punkten (+2,0) angenommen.

Bewertung: Die Bestimmung der stationdren Punkte bringt einen Punkt, die Untersu-
chung des Randes 2 Punkte und die Antwort einen Punkt.



